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Resumen.
La Cohomolog´ıa de Khovanov es un invariante topolo´gico de nudos
el cual relaciona la categor´ıa de uno-variedades cerradas planas y sus
cobordismos, con la categor´ıa de mo´dulos sobre un anillo R, donde
los morfismos son productos y coproductos definidos sobre el un R-
mo´dulo A. Esta relacio´n se hace a trave´s de un funtor que se denomina
una Topological Quantum Field Theory (TQFT).
1 Tangles.
Un tangle (o enredo) es el encajamiento de 1-variedades suaves compactas
en R2×[0,1],(vease ﬁgura 1).
Figura 1
La frontera de un tangle puede ser vac´ıa, o puede ser una coleccio´n ﬁnita
de puntos de la frontera de R2×[0,1]. A los puntos que esta´n en R2×{0}
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los llamamos puntos frontera (o puntos ﬁnales) inferiores y a los puntos que
esta´n en R2×{1} los llamamos puntos frontera (o puntos ﬁnales) superiores.
Si el tangle no tiene puntos frontera este es isomorfo a la unio´n disyunta de
c´ırculos en R3 y lo denominaremos un link (o enlace), (vease Figura 2).
Figura 2
Si el link tiene una u´nica componente conexa lo llamaremos un nudo, como
en la Figura 3.
Figura 3
Un tangle se dice orientado si cada componente conexa es una 1-variedad
orientada.
Dos tangles L y L′ se dicen isoto´picos si existen una homeomorﬁsmos Ht:
R2×[0,1] → R2×[0,1], con t en [0,1], que preservan orientacio´n y tal que
H0(L) =L y H1 (L) = L
′ y donde (x,t)→ (Ht(x),t) es un homeomorﬁsmo.
En otras palabras una isotop´ıa es una aplicacio´n continua que transforma un
tangle en otro sin hacer autointersecciones y dejando ﬁjos los puntos frontera.
Un Diagrama plano de un tangle L es la clase de equivalencia bajo isotop´ıa
de las proyecciones de L sobre un plano de tal forma que la proyeccio´n no
tiene triples intersecciones ni dobles tangencias, como en la Figura 4.
1.1 Movimientos de Reidemeister.
Proposicio´n: Dos tangles L y L′ son isoto´picos si y solo si sus diagramas
planos respectivos D y D′ se pueden transformar el uno en el otro bajo una
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Figura 4
sucesio´n de movimientos, conocidos como movimientos de Reidemeister.
Los movimientos de Reidemeister se ilustran en la Figura 5, (ver [Kh1]).
Movimientos de Reidemeister
Figura 5
Por ejemplo los dos diagramas en la Figura 6 corresponden a tangles isoto´-
picos.
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Figura 6
2 Categor´ıas de tangles.
Sin perdida de generalidad podemos suponer que los puntos frontera inferio-
res y de la misma forma los puntos frontera superiores de un tangle L esta´n
alineados con coordenadas {(1, 0, 0), (2, 0, 0), ..., (m, 0, 0)} y {(1, 0, 1), (2, 0, 1),
..., (n, 0, 1)}, respectivamente. A estos conjuntos los denotaremos simplemen-
te como 1,2, .., m y 1,2, ..., n, respectivamente, (ver Figura 7). De lo anterior
se deduce que m + n es par.
Figura 7
2.1 La Categor´ıa de tangles no orientados.
La categor´ıa de los tangles orientados es la categor´ıa donde los objetos son
nu´meros enteros no negativos y un morﬁsmo m → n, entre los objetos m y n,
(m,n ∈Z+∪{0}), es una clase de isotop´ıa de tangles con 2m puntos ﬁnales
inferiores y 2n puntos ﬁnales superiores.
La composicio´n entre morﬁsmos esta´ dada simplemente por concatenacio´n
de tangles. Luego si queremos componer el tangle a con el tangle b, para
obtener el tangle compuesto ba, el nu´mero de puntos ﬁnales superiores de a
debe ser igual al nu´mero de puntos ﬁnales inferiores de b. Adema´s para que
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esta concatenacio´n siga cumpliendo condiciones de suavidad, la interseccio´n
de cada componente conexa del tangle con los planos superior e inferior
debe hacerse en forma ortogonal. As´ı por ejemplo si tenemos los siguientes
diagramas, mostrados en la Figura 8:
Figura 8
la composicio´n sera´ como se ve en la Figura 9.
Figura 9
que se tiene aplicando movimientos de Reidemeister y reescalando.
2.2 La categor´ıa Temperley-Lieb.
Supongamos que tomamos tangles tales que sus diagramas planos no presen-
tan autointersecciones. A estos los llamaremos tangles planos. Es decir un
(m,n)-tangle plano es un encajamiento de m+n arcos disyuntos y un nu´mero
ﬁnito de c´ırculos. Al conjunto de los (m,n)-tangles lo denotaremos Bˆ(m, n).
En la Figura 10 se muestra un elemento de Bˆ(1, 2).
Se deﬁne entonces la categor´ıa Temperley-Lieb como la categor´ıa cuyos
objetos son enteros no negativos y donde un morﬁsmo m → n, entre los
objetos m y n, (m,n ∈ Z+∪{0}), es una clase de isotop´ıa de elementos en
Bˆ(m, n). La composicio´n aqu´ı se hace por concatenacio´n como antes.
Ahora sea B(m, n) el conjunto de las clases de isotop´ıa de Bˆ(m, n) donde
se han removido todos los c´ırculos. La cardinalidad de B(m, n) esta´ dada
por el m+n nu´mero de Catala´n que se deﬁne como:
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Por ejemplo la cardinalidad de B(1, 2) es 5 y sus diagramas se muestran en
la Figura 11.
Figura 11
2.3 La categor´ıa lineal Temperley-Lieb.
El mo´dulo M(m,n) es el mo´dulo generado por B(m,n) sobre el anillo
Z[q,q−1], Z[q,q−1] el anillo de los polinomios con coeﬁcientes enteros y
variables q y q−1. Con esto se deﬁne otra categor´ıa que denominaremos la ca-
tegor´ıa lineal Temperley-Lieb, donde los objetos siguen siendo enteros no
negativos y un morﬁsmo m → n, entre los objetos m y n, (m,n ∈Z+∪{0}),
de la categor´ıa, es un elemento de M(m,n). Para la composicio´n deﬁnimos
la aplicacio´n rm: Bˆ(m,n)→ B(m,n) que a un (m,n)-tangle plano a lo env´ıa
en la clase de isotop´ıa de a sin c´ırculos, luego si a ∈ B(m,n) y b∈ B(n,k)
se deﬁne su composicio´n como (q+q−1)irm(ba), donde i es el nu´mero de
c´ırculos en ba, (ver Figura 12).
En el ejemplo de la Figura 12 la composicio´n de a y b esta´ dada por
(q + q−1)2rm(ba).
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2.4 La 2-categor´ıa Temperley-Lieb.
La 2-categor´ıa Temperley-Lieb es la 2-categor´ıa donde los objetos son en-
teros no negativos, los 1-morﬁsmos entre enteros m y n son elementos de
Bˆ(m, n) y donde los 2-morﬁsmos son clases de isotop´ıa de cobordismos en-
tre a y b, a, b ∈ Bˆ(m, n). Un cobordismo entre los tangles planos a y b,
(a, b ∈ Bˆ(m, n)), es una superﬁcie suave S encajada en R2×[0,1], don-
de la frontera inferior es S∩ (R2×{0})= a y la frontera superior es S∩
(R2×{1})= b. Las fronteras laterales son segmentos de recta que unen los
puntos frontera de a y b respectivamente. Sobre un c´ırculo la superﬁcie es
simplemente una membrana suave con frontera el c´ırculo. Por ejemplo la
Figura 13 muestra un cobordismo entre los (1,2)-tangles planos a y b, a se
dibuja en el plano inferior de la ﬁgura y b esta´ sobre el plano superior.
La composicio´n de 2-morﬁsmos se deﬁne del siguiente modo: Si se tiene un
cobordismo admisible S1 entre a y b, y un cobordismo admisible S2 entre b y
c, la concatenacio´n de S1 y S2 es un cobordismo entre a y c, como se muestra
en la Figura 14.
Tambie´n podemos hacer otro tipo de composicio´n. Sean a, b ∈ Bˆ(m, n)
y c, d ∈Bˆ(n, k). Sean, S1 un cobordismo entre a y b, y S2 un cobordismo
entre c y d, entonces se puede componer S1 con S2 obteniendo un cobordismo
admisible de ca a db. En otras palabras podemos hacer pegamientos laterales
si los tangles son compatibles para la composicio´n. En la Figura 15 se muestra
la composicio´n lateral de los cobordismos S1, S2 y S3, donde al componer los
tangles a, c y e, eca, se obtiene una circunferencia y alcomponer los tangles
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b, d y f , fde, se obtienes dos circunferencias y entonces la composicio´n de S1,
S2 y S3, S3S2S1, se puede ver como la ﬁgura de pantalo´n invertido mostrada.
Figura 15
2.5 La 2-categor´ıa Euler-Temperley-Leib.
La 2-categor´ıa Euler-Temperley-Leib es la 2-categor´ıa donde los objetos son
enteros no negativos, los 1-morﬁsmos son pares (a, i) donde a es un 1-
morﬁsmo de m a n en la 2-categor´ıa Temperley-Leib, y donde i es un entero.
Un 2-morﬁsmo de (a, i) a (b, j) , a, b ∈Bˆ(m, n), son clases de isotop´ıa de
cobordismos S entre a y b, y donde se tiene que la caracter´ıstica de Euler de
S es χ(S)=n+m+j-i. Aqu´ı la composicio´n de 1-morﬁsmos (a, i) y (b, j)
es simplemente (ab, i+j) si a y b se pueden componer. La composicio´n de
2-morﬁsmos se hace como antes.
3 La cohomolog´ıa de Khovanov.
3.1 Suavizaciones de cruces.
Sea L un link orientado y sea D un diagrama plano asociado a L. Denotemos
por ℵ el conjunto de cruces de D y sea n = |ℵ| el cardinal de ℵ. Llamaremos
a cada cruce q de D positivo o negativo si el cruce luce como en la Figura
16.
377




Entonces, n = np + nm donde np es el nu´mero de cruces positivos y nm es el
nu´mero de cruces negativos. Por ejemplo en la Figura 17 tenemos un nudo
con seis cruces donde especiﬁcamos los cruces positivos y los cruces negativos.
Aqu´ı np=4 y nm=2.
Figura 17
Existen dos posibles suavizaciones de cualquier cruce q de D que denomi-
naremos 0-suavizacio´n y 1-suavizacio´n segu´n como se establece en la Figura
18.
Figura 18
Cada una de las ﬁguras anteriores corresponde al mismo diagramaD asociado
al link L que var´ıa solo en la forma indicada en una vecindad del punto de
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cruce q. Por lo tanto tenemos que para el diagrama D el nu´mero total de
posibles suavizaciones de todos los cruces q es 2|ℵ|. Se hace corresponder estas
suavizaciones con los ve´rtices de un cubo n dimensinal, que denotaremos
CS(D), y cada suavizacio´n individual es simplemente algu´n conjunto Cα de
curvas homeomorfas a c´ırculos en el plano, donde α ∈{0,1}ℵ ({0,1}ℵ es el
conjunto de las funciones de ℵ en {0,1}, es decir α se puede ver como una
sucesio´n de ceros y unos). De la misma forma se hace corresponder a cada
arista del cubo con una sucesio´n ξ ∈{0,1,*}ℵ, donde ξ tiene exactamente
un *. El * muestra el lugar donde se reemplaza un cero por un uno.
Cada arista del cubo representa un cobordismo entre los c´ırculos que se for-
man al realizar una suavizacio´n Cα con los c´ırculos que se forman al realizar
la suavizacio´n Cα∗ , donde α
∗ se obtiene al reemplazar un cero por un uno en
α precisamente donde lo muestra la sucesio´n ξ. Denotamos este cobordismo
como Sξ.
Sξ es un morﬁsmo en la categor´ıa de cobordismos orientados. La categor´ıa
de los cobordismos orientados es la categor´ıa donde los objetos son unio-
nes de c´ırculos disyuntos y los morﬁsmos son cobordismos entre ellos.
La u´nica diferencia entre una suavizacio´n Cα y una Cα∗ es que Cα∗ tiene un
c´ırculo mas o bien un c´ırculo menos, por lo tanto los cobordismos admisibles
entre Cα y Cα∗ solo pueden ser como los que se muestran en la Figura 19.
En un cobordismo entre Cα y Cα∗ aparecera´ solo una ﬁgura de pantalo´n y en
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Figura 20
En la Figura 20 se muestra el diagrama del trebol T considerado con su
orientacio´n positiva y se muestra el cubo CS(T), (se muestra tambie´n en la
ﬁgura el cobordismo S0∗1).
3.2 Cubos conmutativos.
Un cubo conmutativo generaliza el concepto de cuadrado conmutativo. Dado
un cubo n-dimensional se asigna un objeto de una categor´ıa a cada ve´rtice del
cubo y un morﬁsmo a cada arista, de tal modo que cada cara 2-dimensional
del cubo sea un diagrama conmutativo.
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Nuestro siguiente paso para la construccio´n de la cohomolog´ıa de Khovanov
de un Link L con un diagrama asociado D es relacionar al cubo CS(D) con
un cubo conmutativo de R-mo´dulos sobre A, CA(D), a trave´s de la TQFT
(1+1)-dimensinal que se deﬁne en 3.5.
3.3 A´lgebra de Frobenius.
Un a´lgebra de Frobenius A es un a´lgebra conmutativa, asociativa, con unidad
y con una aplicacio´n lineal tr : A → R, tal que la forma bilineal tr(a⊗ b) es
no degenerada, en este caso R es un anillo, (ver [BK], seccio´n 4.3).
3.4 El a´lgebra A.
Sea R=Z[c] el anillo de los polinomios con coeﬁcientes enteros en la variable
c y sea A un mo´dulo graduado sobre R generado por los elementos {1,X}.
Un mo´dulo graduado M es un mo´dulo que se puede escribir como la suma
directa de una familia de sub-mo´dulos de M indexados sobre un monoide
conmutativo y aditivo, M =
⊕
i Mi.
A tiene cara´cter de un a´lgebra conmutativa con el producto m:A⊗A→A
deﬁnido por: m(1⊗1) = 1, m(1⊗X) = m(X⊗1) = X, m(X⊗X) = 0.
Adema´s tambie´n se puede dotar de una estructura de co-a´lgebra con el co-
producto ∆:A →A⊗A de la forma: ∆ (1)=1⊗X+X⊗1 +c X⊗X,
∆ (X)=X⊗X.
El mo´dulo A deﬁnido anteriormente junto con las operaciones m y ∆, y la
aplicacio´n tr(A)→ R deﬁnida como tr(1) = 0 y tr(X) = 1, es un a´lgebra de
Frobenius, (ver [Kh1]).
Se asignan ciertas graduaciones a los elementos de A y R por medio de
las funciones grad : A → Z con grad(1) = 1 y grad(X) = −1, y grad :
R → Z con grad(1) = 0 y grad(c) = 2. Para a1 ⊗ a2 ⊗ . . . ⊗ an ∈ A⊗n,
grad(a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ an) =
∑n
i grad(ai).
Por lo tanto se puede ver que el efecto que produce el producto y el coproduc-
to sobre el grado en un un elemento es reducirlo en uno, es decir, grad(m)=-1
y grad(∆)=-1.
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3.5 Topological Quantum Field Theory.
Una Topological Quantum Field Theory (1+1)-dimensional, (o simple-
mente TQFT (1+1)-dimensional), asigna a cada 1-variedad compacta orien-
tada N sin frontera, (es decir a una unio´n disyunta de c´ırculos), un espacio
vectorial de dimensio´n ﬁnita VN sobre un campo K, K de caracter´ıstica
cero, (es decir K contiene un subcampo isomorfo a los racionales). Adema´s
una TQFT (1+1)-dimensional asigna a cada 2-variedad con frontera S un
vector vS ∈ V∂S. Para una TQFT (1+1)-dimensional se usara´n las siguien-
tes convenciones: V∅ = K, VN∗=(VN)*, donde N* es la variedad N con
la orientacio´n contraria y (VN)* es el espacio dual de VN , y que VNunionsqY=
VN ⊗VY . As´ı una superﬁcie S, con ∂S =N*unionsq Y, es enviada bajo el fun-
tor TQFT (1+1)-dimensional, en una aplicacio´n lineal vS= VN →VY , (ver
[BK] para obtener la axioma´tica completa).
Teorema. Las TQFT (1+1)-dimensionales esta´n en correspondencia uno-a-
uno con las a´lgebras de Frobenius de dimensio´n ﬁnita, (ver [BK], pag. 79).
La Figura 21 muestra la correspondencia entre los morﬁsmos de la categor´ıa
de cobordismos y morﬁsmos entre la categor´ıa de los R-mo´dulos graduados
a trave´s de una TQFT (1+1)-dimensional.
Figura 21
El cubo CA(D) se obtiene a partir del cubo CS(D) reemplazando cada
ve´rtice Cα por un R-mo´dulo Aα(D)=A
⊗k=A⊗A⊗...⊗A, con A⊗k el pro-
ducto tensorial de A consigo mismo k veces, donde k es el nu´mero de c´ırculos
en Cα. Cada arista Sξ del cubo CS(D) se reemplaza por un morﬁsmo de R-
mo´dulos que denotaremos dξ.
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Usaremos el s´ımbolo ∆ijk para denotar el morﬁsmoA
⊗k→ A⊗(k+1) que aplica
∆ al i-esimo factor en A⊗k sobre los factores j-e´simo y k-e´simo en A⊗(k+1)
y sobre el resto de factores aplica la identidad. Dicho de otra forma, si
se numeran los c´ırculos en Cα y Cα∗ y el nu´mero de c´ırculos de Cα∗ es el
nu´mero de c´ırculos de Cα mas uno, se hace corresponder al cobordismo que
tiene ﬁgura de pantalo´n invertido el morﬁsmo ∆ y a los cilindros se hace
corresponder la identidad.
De la misma manera mijk es el morﬁsmo A
⊗(k+1)→ A⊗k que aplica m a los
factores i-esimo y j-esimo en A⊗(k+1)sobre el factor k-esimo en A⊗k, esto si
el nu´mero de c´ırculos de Cα∗ es el nu´mero de c´ırculos de Cα menos uno. dξ
incluira´ solamente a estos tipos de morﬁsmos.




























Por lo tanto es natural que se tenga la siguiente proposicio´n:
Proposicio´n: El cubo n-dimensionalCA(D) es conmutativo. (vease [Kh1]).
3.6 Cadenas complejas
En seguida debemos llevar el cuboCA(D) a una cadena compleja C(D). Para
ello hacemos Cr(D):=
⊕
α∈{0,1}ℵ,|α|=r Aα(D) , donde r = |α| es el nu´mero de





ξ= -1 si la sucesio´n ξ tiene un nu´mero
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impar de 1’s antes de la posicio´n en la que aparece *, y (-1)ξ= 1 si la sucesio´n
ξ tiene un nu´mero par de 1’s antes de la posicio´n en la que aparece *.
Proposicio´n: (C(D), d) es un complejo, es decir, d2 =0. (ver,[ Kh1]).
Sea W un espacio vectorial graduado, W=
⊕
mWm, se deﬁne la dimensio´n




De manera ana´loga se deﬁne la caracter´ıstica de Euler graduada de un com-
plejo C(D) como: χ(C(D)) =
∑
r(−1)rqrdimQHr, donde Hr corresponde al
r-esimo grupo de homolog´ıa de C(D).
Ahora es necesario hacer cierto cambio en los grados de los elementos de C(D)
con el ﬁn de que al calcular la caracter´ıstica de Euler graduada de la cadena de
homolog´ıa esta coincida con el polinomio de Jones. Para ello si W=⊕mWm
es un espacio vectorial graduado con componentes homogeneas {Wm}, se
deﬁne {l} la operacio´n de cambio de grado en W tal que W{l}m=Wm−l.
Se deﬁne tambie´n [s] como la operacio´n de cambio del orden en una cadena
compleja. Si C ′ es una cadena compleja ...→ Cr → Cr+1 →... de espacios
vectoriales, entonces la cadena compleja C = C’[s] es tal que Cr=C ′r−s con
todos los grados de las diferenciales cambiados de la misma forma.
Con todo lo anterior formamos ahora la cadena compleja CK (D) donde el
r-e´simo grupo de cadena es CK r(D) =⊕α:r=|α| Aα(D)[r]. Finalmente, el
complejo que nos interesa es:
CKH (D):=CK r[−nm]{np−2nm},
donde np y nm se deﬁnieron en 3.1.
La cohomolog´ıa de Khovanov asociada al diagrama D del link L es la homo-
log´ıa H(D):=Hr(D) del complejo CKH (D).
4 Teoremas principales.
Los siguientes teoremas muestran como la cohomolog´ıa de Khovanov es un
invariante isoto´pico de nudos que permite hacer una mejor clasiﬁcacio´n de
los nudos. Esta clasiﬁcacio´n generaliza al polinomio de Jones (ver [BN]).
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Teorema Princial (Khovanov) : Las clases de isomorﬁa de los grupos de
homolog´ıa Hr(D) son invariantes del link L, D es un diagrama cualquiera
asociado a L. (Ver la demostracio´n en [Kh1], seccio´n 5).
De otra parte recordemos que el bracket de Kauﬀman de la proyeccio´n de un
Link L se deﬁne atrave´s de las siguientes fo´rmulas:
A partir del bracket de Kauﬀman deﬁnimos el polinomio de Jones de L
como:
J(L)=(-1)nm qnp−2nm < L >
Teorema (Khovanov): El polinomio de Jones de un Link L es la carac-









Para la demostracio´n ver [Kh1].
Para el nudo tre´bol el esquema de la Figura 23 ejempliﬁca la construccio´n.
La cadena compleja en este caso esta´ dada por:
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= A⊗2 m12+m12+m12−−−−−−−−→⊕31 A −∆12−∆12+∆12−∆13+∆12+∆13−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→⊕31 A⊗2
∆13−∆23+∆12−−−−−−−−→ A⊗3 = CK [−nm]{np−2np}−−−−−−−−−−−−→
(donde(np,nm)=(3,0))
CKH (T)
Se puede ver que el grado del diferencial dr es cero, para todo r, por lo tanto
la suma alternada de las dimensiones graduadas de estos grupos de cadena
y la suma alternada de los rangos graduados de los grupos de homolog´ıa son
iguales.
Para el nudo trebol T la suma alternada de las dimensiones graduadas de los
grupos de cadena es
(q + q−1)2 − 3q(q + q−1) + 3q2(q + q−1)2 − q3(q + q−1)3 = q−2 + 1 + q2 − q6.
Multiplicando esta u´ltima expresio´n por el factor (−1)nmqnp−2nm 1
(q+q−1) , se
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obtiene el polinomio de Jones para el trebol: J(D)=q2+q6-q8. En este caso
np = 3 y nm = 0.
De esa forma se completa la construccio´n de la cohomolog´ıa de Khovanov y
se obtiene una herramienta fuerte en via de la clasiﬁcacio´n de nudos, un pro-
blema que adquiere cada vez ma´s trascendencia en el ambito de las ciencias
naturales, que se aplican a situaciones reales, como la f´ısica y la biolog´ıa.
Tambie´n, como se muestra en este art´ıculo, se establecen relaciones entre
diferentes a´reas de la matema´tica como la teor´ıa de nudos, la topolog´ıa alge-
braica, las variedades diferenciables, la combinatoria y otras ma´s.
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